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Résumé

L'optimisation de systémes thermiques est une égapaécessite généralement des temps de
calcul longs lorsque I'on utilise des méthodessitages. Le probleme se pose en instationnairallors
réajustement de parameétres physiques dans la tiésotle I'équation de la chaleur. La réanalyse
présentée ici permet de remédier a cette difficeit@écouplant la phénoménologie et les conditions
aux limites. On obtient un systeme de taille rédplus simple a résoudre. On présente ici le cas du
refroidissement d’un four. On compare les résutlatta réanalyse avec ceux des éléments finis.

Nomenclature

T TempératureC [K\] Matrice volumique

K  Conductivité thermiquaV.m".°C* [KJ Matrice surfacique

C, Chaleur spécifiquel. kg".°C* [K] Matrice de conductance thermique
h Coefficient de convectioW. m?.°C* [C] Matrice de capacité thermique

L, Dimension du foumn [I,] Matrice identité de dimension p

To  Température initial€,C {Fg}: Vecteur des sollicitations thermiques
T, Température ambianteC {Fq}+ Vecteur flux connu

t Temps, s {F:}+ Vecteur flux inconnu

teou  Temps cpu machine {®}; Vecteur de la variable de réanalyse
tea TEemps cpu réanalyse Bi  Nombre de Biot

ter  Temps cpu éléments finis nvar Nombre de variation de parametre
X,y Coordonnées cartésiennes Nd Numéro de nceud

1. Introduction

Lors de la conceptiord’'un dispositif thermique, la recherche d'un foootiement
opérationnel optimal nécessite souvent un paragettas données physiques ou géomeétriques obtenu
a la suite de plusieurs séries de tests. Le prablgum se pose dans ce type de procédure est le codt
élevé du processus de validation. Pour remédietta contrainte d’étude, on s’intéresse dans ca cas
une diminution du temps de calcul dans les traitgseumeériques.

Dans ce contexte, on présente une approche pateue la résolution de I'équation de la chaleur
instationnaire ou certains parameétres physiqueslititations thermiques du probléme sont varigble
(coefficient d’échange convectif, température @x file chaleur a la frontiére,...etc.). Le travail @s

ici est une adaptation de I'algorithme de réanal§$d?2], appliqué a I'optimisation d’un four dates
cas d'un systeme spatio-temporel discrétisé en ax@nfinis et en différences finies. Par
l'introduction de nouvelles variables d’interfaces, réduit ainsi le nombre de degrés de liberte dier

la réévaluation des solutions du probléme.



2. Reéanalyse de la thermique instationnaire

2.1. Principe de l'algorithme d’optimisation

Dans le traitement numérigue d’'un probléme dentiggre instationnaire, on rappelle
que la discrétisation spatiale et temporelle dguaion d’évolution nous donne le systeme
matriciel de taille 6% n) suivant :

[K] {Tn}t+At = { ﬁ}um (1)

avec la matricéK] :

[K]=[C] + AtE[ K tel que : @ un coefficient qui vaut : 0;0.50u !

etle vecteu{ F_Q}HAt de taille (1x1) :

(R}, =-at(6{F .+ a-o){F})-ata-o)x{T} +1a{ T},

Le groupemen[IZ] gu’'on a défini ci-dessus, se compose explicitentlenta matrice réguliere des
capacités thermiquefC] et la matrice des conductancf] auxquelles on impose des conditions

aux limites. Dans [I'expression d({ ﬁ}ﬁm nous définissons le vecteur des sollicitations

thermique{ F}t écrit a linstant. Dans notre démarche d’optimisation, on décomptmes un

premier temps les équations (1) en découplant téepphénoménologique du probleme et la partie
issue des conditions aux limites. A partir de éasystéme régulier qu’on obtient est inversé aéin d
trouver par la suite une réponse générale en famates nouvelles variables. Ces derniéres sont
calculées a la frontiére physique du probléme diétaprés avoir construit le systeme de réanalyse.
travers cette procédure, toute modification apjeott#ns les conditions aux limites pour une géométri
donnée, s’effectue sans avoir besoin de repremulried les étapes de calcul, contrairement a un
processus classique.

2.2. Réécriture du modeéle discrétisé

Dans I'équation thermique discrétisée (1), on s&pas conditions aux limites de l'aspect
phénoménologique par la décomposition de la matiéceonductancfK] sous la forme [1] :

[KI=[K,] +[K]

ou [K,] dépend de I'élément de volume qui caractériscnémpménologie du probléme. La matrice

[K,] modélise quant a elle, 'impact des conditions Bmites sur la frontiere du volume étudié. La
forme matricielle de I'équation de la chaleur egime instationnaire (1) devient :

€1 ({T},., - {T}) + sk (e{7),, +a-a{T))

(2)
+6nt{ Fg}HAt + (1-6) Ay Fg}t =0

avec { Fg}t le vecteur des sollicitations globales de tailex(l) tel que :



{F} = {FL+ [KJ{T, 3)

En posant que : [ K, ] = [C]+ AtH[KV]

et {R} = —At(é?{ AN H){Fg}[) +([-ara-o) k] ){T}

on obtient & partir de (2) le nouveau systéme itle {anx n) qu’on résout a chaque pas de temps :
|: Kr :| {Tn}t+At = { Rr }t+At (4)

Les sollicitations thermique{ng }t définies ci-dessus (3) se composent de termesusgriacés dans

le vecteur{ Fd}t’ généralement nuls [3] et de termes inconnus pldeés le vecteL{rFr}t qu'on

exprime par :
{Fol = {Fu} + {F )} = {R}, + [t { o},

La matrice [L] de taille ("% p) est construite en supprimant les composantes:sndlda{Fr}t a

partir d’'un vectem{ qo}t de méme nature physique (flux thermique écharigdrantiere) et de taille

réduite (px1) tel que p < n. En choisissant maintenant de définir un nouveaugement vectoriel
{ D}t+At de dimensioniix1) par I'expression :

(D}, = ([K ]-at[K, )T} + At( O{Ft o+ (1= 0) ({Fa}, + [U] {¢’}t))

Le systéme (4) devient ; [K_r] {T}...={D}.,.*+ oat[L{4}., (5)

n

A partir de 13, la solution générale des tempéeatmodales s’écrit :

T} =[K ] {D},. + 60t[ K ] [U{0},. ©)

On voit d’apres cette expression (6) que la régoiutu probleme thermique par la réanalyse revient

donc a rechercher les nouvelles variaélq@ a QuON détermine a chaque pas de temps.

2.3. Prise en compte des conditions de frontiére

Pour que le probleme thermique instationnaires(s) bien posé, on introduip conditions
aux limites indépendantes [1], décrites par legystlinéaire suivant :

[CTH{T}.x * [CF{ @} = {9} )

La matrice[CT] de taille (px n) caractérise la prise en compte des valeurs a¢idre, limitées aux

températures. Quant a la matri[:@F] de dimension px p) est la matrice des conditions aux



limites, relative aux flux de chaleur qu’échangesisteme physique avec lI'extérieur. Le vecteur
{ J}HM dont les p composantes peuvent étre des températures oludetefchaleur est calculé a

chaque pas de temps. En injectant maintenant Bsspon (6) dé T, } . dans (7) et en posant que :
[TRI=6at[cT][ K | [Y +[ cF

on obtient le systéme de réanalyse de tajfle (0) :

[TR{ @}y ={0} o -[CT[ K] { Dl ®)

La résolution de (8), nous donne les variablegeffaces :

{o}. =[TR™ {0}, - [TR7[CT[ K] { D... (9)

Dans cette démarche de décomposition matricigltegréanalyse, les températures nodales
{Tn}t A d’apres I'expression (6), sont déterminées enlvésbun systéme d’équations (8) de taille

beaucoup plus petite(<< n), comparé a un traitement numeérique classique.
2.3.1. Conditions aux limites mixtes

Dans une configuration particuliere ot on imposg cbnditions aux limites mixtes, la matrice
[CT] et[CF] peuvent étre identifiées par [3] :

[CT] = [L]t. [R] [CF]=[0] (Matrice nulle)

De I3, le vecteuf &}, d'apres (7) & pour expression{: 5}, =[L] . {ﬁ}HAt

2.3.2. Conditions aux limites en température

Dans le cas des conditions aux limites de typécBlet (température imposeée), les
matrices|CT] et[CF| ainsi que le vectelf d}  peuvent étre assimilées a :

[cT]= L] [K/] [cFl=-[1,]  {d}.. ={0}
3. Application dans le cas d'un refroidissement’dn four

3.1. Position et données du probléme

L'algorithme de réanalyse développé précédemntnfl) est appliqué ici dans un cas test
d’'un probléme de paramétrage des données physapiesfroidissement d’'un four (Figure.l). De
forme carrée, de coté extérielr et de coté intérieut ce dispositif thermique est soumis sur les

parois intérieures a une températdie controlée par un thermostat. Quant aux paroisriextes,
elles sont soumises a des conditions de fiyx de type Cauchy. Dans ce premier test de validation

numérique, on suppose pour les matériaux qui daesti le four (matériaux réfractaires,....etc.), une
conductivité thermique et une chaleur spécifiqgneyenne respectivement égal&aet Cp, -



4 (Ce)
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Figure 1 : Refroidissement d’un four

3.2. Ecriture du modeéle sans dimension

En choisissant de prendre pour ce probleme desibiffi instationnaire les variables sans
dimensions suivantes :

_ T =T, — C
Xox Yoy Lo 1T o7 P S Ko (10)
L L TO T| - Too IOO Cp0 kO
I'équation de la chaleur sous forme adimensionrsferit :
T T T
a—_ - 6_2 + 6_2 =0 (12)
ot 0X 0y

avec comme conditions aux limites et initiales :

_oT

T(6 %, %) =1 3% = BiT(hx: %) WO xyY=7 @12

. 9V

. . L’
Pour I'échelle de temps, onapris: 7, = —
a

—

h
On rappelle que : a, = ko Bi= —— = O(1) (nombre de Biot)
pO CpO kO

3.3. Résultats

On présente ici le probléme du refroidissemenfalu décrit précédemment, traité par la
méthode des éléments finis avec des éléments & nieiuds ; on résoud le systéme d’équation
discrétisé d’'une part par la méthode classiquet(fl)autre part par la réanalyse (5)-(9). L'intarielu
four est initialement a la températufe égale a 1200 et I'environnement &, égale a 20C. On
décide d’arréter immédiatement le chauffage erafgipasserl, de 1200C a 20°C ; on vérifie que

les évolutions des températures sont analoguest@leau 1). Pour les dimensions du four, on & pri
respectivement pou etl, 1met 0.25m.
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d’une part en faisant varier le nombre d'itératiddpas (Figure. 3) et d’autre part en faisant varier le

@l

VAV
FAlvials

Numéro Méthode de Température
du noeud résolution T(2000 s ,x,y)
Nd=24 Classique 54.457
x=1.00 y=0.41 Réanalyse 54.451
Nd=74 Classique 528.991
x=0.47 y=0.10 Réanalyse 528.988
Nd=85 Classique 648.246
x=0.41 y=0.87 Réanalyse 648.242
Nd=158 Classique 920.911
x=0.19 y=0.3 Réanalyse 920.915

0
Figure 2 : maillage du four

0.6

Tableau 1 : comparaison de la méthode
classique et la réanalyse

Confortés par ces résultats, on simule dix nivedeixefroidissement (nvar=10) entre 1200
et 60C°C pour la parois intérieureon compare les temps de calcul obtenus par les aedlodes

nombre de noeud$éNd du maillage (Figure.4).
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4. Conclusion

Références

380

300

20

200

150

100

L=

elf_-trea') _____

;i)as:f-lod

Figure 3 : Gain de temps en fonction
du nombre de pas de calcul

Dans ce travail on a pu montrer a travers le caseftoidissement du four que I'algorithme
d'optimisation de la réanalyse, basé essentiellersan la décomposition phénoménologique du
probléme et des conditions aux limites, est pdiécement bien adapté a un probleme de thermique a
deux dimensions. La réanalyse permet manifesterd@fitenir des gains de temps de calcul
intéressants.
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Figure 4 : Gain de temps en fonction

du nombre de nceud
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